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In this work, we study linear and desarguesian partitions of a finite dimensional vector space 
over a skew-field K. \Nhen EC is finite, we describe the set of all these partitions as a 
homogeneous pace of the general linear group and we give an enumeration formula. 
0. Mrodu6!on 
Reprenant une question 6tudi6e par Taussky et Todd [5] et g&&ralisant une 
mbthode due B Zaremba [6]: Herzog et Schiinheim [3] utilisent certaines parti- 
tions en sous-groupes d’un groupe abelien fini pour donner une condition 
Azessaire & l’existence d’un recouvrement parfait d’un ensemble de la forme 
S1XS*X~~ l x S,,, sujet intimement reli6 & la th&wie du codage. 11s mentionnent 
que le probRme de la determination de toutes les partitions en sorwgroupes d’un 
groupe abelien fini reste ouvert. Par ailleurs, dans [I], un certain type de 
partitions d’un groupe abklien, appelkes “parall6Iismes”, est utilis6 pour don- 
ner une caractc5risation g&om&que des groupes abkliens qui admettemt une 
superstructure vectorielle. 
Dans ce travail, nous &udions certaines partitions d’un espace vectwiel V fini 
ou non: les partitions lineaires et argu&siennes. Nous voyons comment les 
construire et nous montrons que, dans le cas fini, le groupe linbaire gkn&al de \ 
agit transitivement sur leur ensembl:, donnant par 18 un moyen de les 
denombrer. 
Remarquons enfin que, par suite du Th&r&me 2 de Ill], il n’y a ici aucune perte 
dc g&n&alitt5 & se limiter aux espaces vectoriels plut6t qu’aux groupes abklien!;. 
Soit V un espace vectoriel & gauche sur un corps K. 
Une partition de V est. WI enwmble P tel que 
6ment de 9, est un sous-espace tectoriel non-nul de V, 
(P2) si WI, W+ P et 
(P3) v= (J {WI WEP). 
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Ux partition sera dite gropw si caw! P:b 1, elle ser: L dite homoghe tie rung r ou 
simpkment de rang r si tous les sous-espaces appartenant B P saint de meme 
dimension r. Convenops d’hire pour S c V, S* = !,: ‘JO+. Une partition P de V 
induit sur V* une relation d’byuivalence.. Pour tout :I: E V”, il sera utile de noter 
F(x) l’unique &ment WE P tel qlue x E W. 
D&&ion 1.2. Une partition propre P de V s,era c ite rlihzire si elk posskde la 
pr;ipri& suivante: 
(L) pour tout x, y, u E V*’ tel que P(x) == P(y) # P( h ), il existe un 1: (E V”’ tel que 
Y(u) = P(u) et P(v - y) == P(u -3). (Cf. Fig. 1.) 
On voit aiskment qu’un tcl u est unique, car si 21, E V* est tel que P(Q) = P(u) 
et P(u,- y)=P(u-x), al ors u--v,EP(u-x), puisque P(u-x) est un sous- 
espace ; d’oti v - ~,dqi4-X)nP(u)={o} et u=q. 
Note. I1 est clair que l’ensemble D de toutes les drches vectorielles cle V est une 
partition linkaire. 
qmsition 1.3. Soit P une partition lintaire, V,, \ ‘:! f2 P oii V, # Vz. .4Esrs pour 
foute suite u,, . . . , v, d’&Gnents distincts de VI Me que u1 # 0 et pour tout 
WI E VT, il existe VJ E P, V3 # V,, V, f V2 et une s&e wI, w2, . . . , w;, l#h%ments 
dktincts de V2 tels riue u1 -- w,, u2 -- w2, . . . , ui, -. w, E V3. L)e plus, si 
{u,, Q, * * a, v,} est libre, il etii est de rnhne pour _; lc ,, w2, . . . , w,.,,) ct pur {u, - 
WI 9 . . . , u,, - %J. 
bonsbation. La premikre partie de la propcs ition esi: une zonskquence 
imrrkdkte de la proprikti: (L), Va ktant P( w, -I_+ 1. 
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Pour Qkmontrer la second partie, supposons {u,, . . . ) u,,) libre et soit h1 w1 + 
l l +h,w,,=O; dors 
et ainsi tous les & sollt nuls. De mtme si c 14( wi - Vi) = 0, ators z &w, = C&vi E 
V, n VI = (0) et t0li.s les & sont nuls. 
CoroHak 1.4. Toute partition linbaire de V est homog&e. 
‘I&&w&me 2.1. Soil! P Ane partition propre d’un espace uectoriel V, ~llors les 
pmpositions uivantm sour t!quivalentes: 
(a) P est limfaire. 
(b) Pour tout entier wturel m et tw t “V& VI, . . . _ V,, E P, on a que 
von(v,+v2+=. l --V,!#(O) implique VOc VI+w**+Vm. 
(c) Pour tout VO, VI, V, E P, VO n (VI + V,) # (0) implique VO c V, + V2. 
(d) Pour tout entier nature1 m et pour tout VI, V2, . . . , Vm E P la trace de P sur 
v,+** l +V, i.e. (WEPi WC v,+ l l + V,) est une pwtitim de VI + - l l + &. 
(e) Pour tout VI, V2 E P, la trace de P sur VI + V, est une partition de VI -I- V2. 
D6monstration. Montrons que (a)$(b)$(d)+(e)+(c)=$(a). 
(a) =$ (b). 11 est clair que la Proposition (b) est vraie pour m = 1 u Supposons-la 
vraie pour m =k et soit vont:vl+v2+ma l + +i+d#-W. Si van k/; #@L 
alors VG=VIcVI+***+Vk+l. Si V0 n V1 = (01, prenons YG V&J 
(V*+ l l ’ + V,+,)-(O), alors y1 =X1 + ’ l l +Xk+z avec Xi E Vi et y1 -X1 # 0. Si 
x1=0, allors VJ,(V2+*. l + &+I) # (01 et en vertu de l’hypothke d’induction, 
v(+ Vz+* * l + &+*. Si x1 # 0, formons une base (n,, x$, . . . , x:) de V,. Puisque 
y , # VI, il existe, d’aprk la Proposition 1.3, un V‘X P et we base (y , , . . . , y,j. de 
VO tellle que {x1-yl,x$--yy2,...,x:-y,}cV’. Mais 0#y1-x,=~2+***+~k+l~ 
v'n(v,+w l +vk+J et, par hlpothkse d’induction, V’ c: V2 + + . l + &,. Bar 
ailleurs, pour tout j 2 1, r' U,+V'. Done v~,~v~+***v~+,. j 
(b)+(d). Soit PI-{WEPI WcV,+**+V,) ob V+P, i=l,...,aur. Si 
xE(V1+’ l l + Vm) -(O}, alors il existe VC+z P avec x E Vow Ainsi V0 n 
(V,+* l +Vm)#(O}et dlonc C:,cV1+** l +V, ie. VO~P1. 
(d) 3 (e). Evident. 
(e)+(c). Soit VO, V, _, V2 fz P avec 0 + x E V. 17 (V, + VJ; alors puisque 
{ WE P 1 W $1: V, + V,) est une partition de VI + V2 iI ._ xi ;te VJE P avec x E W c 
V,+V,; d’uti V,= WC V,+t’,. 
(c) * (a). Soicnt x, y, u E: V* avec P(x) = P(y) + rT_ &_A ; cowme x E P(x) fl 
(P(u)+P(u-x)), on a P(x)cP(u)+P(u-XL 4insi y= u+f (tin uEP(u) et 
tEP(u-4. Bone u- y E P( LI - x), ce qu’il $-a lait montrer. 
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C~rollaire 2.2. Si P ust une partition htaire de rang 1 (de l’espace uectwiel V de 
dimension n sur EL, alom il existe VI, . . . , V, E P tels que \I’ = Vjf3 l l 43 V! et n = r:t, 
Diimonstration. S? VI, . . . , Vi E P sont tels que la :bomme VI + * l l + l$ wit 
directe et si V - (VI + r l l -t- Vi) # (3, aiors il f :Gstce g/i+1 G P tel que 
Vi.+* 4 V,+’ ’ l + Vi et, en vertu de (b), Vi+1 n (\I’. .t - * l + Vi) = (0). 13'0ti la 
somme VI+** ‘+Vi+Vi+l est directe. (;ctte construe :ion s’arr&era lorsque V - 
(VI+* * *+ Vi)=@* 
Corollaire 2.3. Si P est une pal-tition de ‘,I de rang 1 G LI $t florsque n = dim V est 
pair), alors P est lintSaire. 
C’est une consequence immediate de la partie (c) c II. ThCorkme 1. 
Note. Fournier [2] a montre que pour tout espace wctoriel de dimension paire 
n z 6, il existe une partition homogene de rang 2 qui n’est pas lineairt. 
Dkfiuition 2.4. Sol;t P une partition propre de V Nous dirons q u;: P est 
nrgubienne si ta prapriite suivante est satisfaite: 
(D) pour tout x, y, z, x’, y’, z’ E V* tels que P(x) # l”(y) # P(z) # P(X)., P(x) = 
P(x’), P(y)= P(y’), P(z)= P(Y), P(y--x)=P(y’-x’) ft P(t-x)= P(z’-x’), on a 
P(y - z) = P(y’- z’). (Cf. Fig. 2.) 
Dd3inition 2.5. Soit P une partition propre de V. Or appelle scalaire de P tout 
endomorphisme Q de V (en tant que groupe abtlien) ~1:‘ que ar( W) c W pour tout 
WE P. 
Ihnarque. Tout scalaire cy non-nul est injectif. iE II effet, soit x E: V* avec 
cr(x)=O. Si y E V* est tel que P(y)# P(x), alors a(!b -x)= a(y)-a(~:):=c~(y)E 
P(y -x) n P(y) = (0) et done cw(y) = 0. Si, au contrair: P(y) - P(x), prenons un z 
Fig. 2 
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tel que P(z) # P(X). D’aprgs ce qui precede, on a successivement o(z) = 0 et 
a(y) = 0. D’ou, enfin, cy = 0. 
Les partitions lineaires d’un groupe abelien ont 6th 6tudi6es dans [1] en 
utilisant un langage plus “g6omkique”. Les parties des Theor&mes 2 et 3 que 
nous allons utiliser peuvent s’Cnoncer ainsi, dans la terminologie adopt&e ici. 
‘i’h&&ne 2 [I ]. Si P est une partition lint5aipe de V, alors Z’ensemble X(P) des 
scalaires de P forme un corps contenu dans End(V) et contenant K. De plus, 
l’action sur V* du groupe multiplicatif z’(P)* est simp2e. 
TMh&me 3 [l]. Soit P une partition lintfaire de V. Alors P est argu&ienne si et 
seulenlent si Ze group Z(P)* agit d’une jaGon transitiue sur chacune des classes 
w”, oti WE P. 
Remarque. II existe, m&me dans le cas finii, des partitions lirkaires non- 
arguesiennes. Ceci contredit le Theo&me 4 de [l] dont la “demonstration” ne 
couvrait pas tous les cas possibles. Par exemple, Ies dix paires suivantes sont les 
bases de dix plans formant une partition lineaire et non arguksienne de (GF(3))4: 
(0001, OOlO}, {OlOO, lOOO}, (0101,1010}, {1001,125.0), (1101, OllO}, 
{2101,2210}, {0201,2110}, (2001, lllO}, (2201,0210), (1201,2010). 
I1 suffit de considdrer x ==OOOl, x’=OOlO, y=OlOO, y’=l200, z=OlOl, z’= 
1212. 
3. D&ermination de Ikasemble des partitions #iiu&hs et ar@di~ 
Thiio&me 3.1. Soit n = dim V. 
(a) Si P est une partition lintZaire de rang r et (nrguhienne de V, alors t = n/r est un 
entier, il existe une extension L de K, de degre’ r, et une bijection K-lin6aire 
4 : V--, L’ telle que P = &‘(9) oti 9 est l’esemble de toutes I’es droites vectoriel!es 
de L’. 
(b) Si n = rt, oti r et t sont des entiers reaturels et si L est une extension de degk 
r c n du corps K, alors pour toute bijection K-linkaire <f, : V-+ L’ (il en existe 
toujours), E’ensemble P - C#J-‘(9) est une partition line’aire de rang r et nrgubiennc: 
de V. 
(a) Le fait que n/r soit WI entier est une cox-kquence immkdiate 
du Corollaire 2.2. Notons L = C(P) le corps des scalaires de Ia partition P. Pour 
dkfinir 4, prenons WI, W,, . . . , Wt E P avec V = WI @= l l @ Wt et choisissons 
X&WT,.. .,x,tE~.ToutxEVs’~C~tx=x1+=.‘+~t=~I(~O1)+.”+~t(xgt), 
06 les al, a2, . . . E k sont uniquement .dkternk& puisquc, d’aprhs Bes 
Th&.km(ts 2 et 3 [I], L* agit transitivemont et simplement sur chaque W.T. 
Posons alors 4(x) = (CQ, . . . , a,). II est evident que q5 : V-L’ est une bijection 
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K-lineaire. 5i on pose, pour A E L (et x E V, Ax = 1.1 x). V devient un espace 
vectoriel SUI L et 
4 :st done L-lineaire. Si WE P, alors, d’apres les Thkorkmes 2 et 3 de [l], 
W = {a(x) 1 a E L} = Lx pour un x E W. L est done un: extension de de& r de K 
et C#J( W) = L<~(x)E 9. D’un autre c&e, si D = {A& . . . ., q) / h E L}E 9, alors il 
cxiste un et un seul W r-- P tel que x = CY&J + l - l + q(x& W* et l’on a 
$(Wi= D. 
(b) On vcrifie tout de suite que +-‘(9) est une partition homogene de rang r. 
La proyriete (c) du lheoreme 1 est egalement verifk en vertu de I’i5galite 
4-YDI) n (4--*(D2) + +-l(D3)) = 4-70, n(I),+ D3)) 
et des propriites des droites de L’. Pour verifier que F” = ‘c#K’( 9) est argubsienne, 
montrons que L est contenu dans le corps des scalaires de P et que L* agit 
t;ansitivement sur tou:e classe C#I-l(D)* de P. DCfiniwons l’action de L sur V par 
I’egalite Ax = ~#?(h+(x)); on a 
A(x + y) = 4-‘&$(x + y)) = @-‘(A@(X)+ Ac#+ 1) I 
= ~$-‘(A4(x))+&-‘(h~$(y)) =Ax -t-A\. i 
L’ devient alors un espace vectoriel sur L et C#J cst L- in&ire. Si x E C#I- l(D), alors 
Ax = c#?(A&(x))E $-l(D). L est done forme UC scalkes de P. Enfin, si x, YE 
t#- ‘(P*), alors 4(x), C#I(Y)E D* et 4(y)= A+(x) pour un A E: E”, d’oir y = 
$-‘(h&(x)) = Ax. L* agit done transitivement s ur C#J - ’ : IN*. 
Designons par P,(V) l’ensemble de toutes les part kions lineaires de rang r et 
arguesiennes de V avec n = dim V = rt o-ii r et t son t des entiers naturels plus 
g*ands que 8. 
oposition 3.2. Si P E P,(V) et 7’ E GL( V), aiors 
TP={TWI W,P1EP,(V). 
C’est une cons&pence immkdiate du fait que \es proprietes d’etre lineaire et 
al guesierne son t conservees par 1~s isomorphismes I :ctoriels. 
‘ploposition 3.3. Si P,.(V) f: Q, et si {x,, x2, x3, x,) esc;t 4bre dans V, ahm il existe 
P5 P,(V) avec {x,, x2}c V, E P, {x,, x4}E V2E P et V ,L’ V2. 
Soit P,,E P,(V) avec WI, W2E PO et \{I, # W2. Si {y,, y2}. (y3, y4) 
s’ nt des parties libres de WI et W2 respectivement (:I si S E GL( V) est telle que 
5 “!r = Xi* alors SP,, cst ia partition cherchee. 
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hpCMitiOil3.4. Si T E GL( V) est telle qw Tf = P pour tout P E P,(V) j’: f#, alors 7; 
es? me homotht%ie: T = k1, air k est dam Ee centre de L. &a r&iproque cst 
evidente) 
~o~WM~BIR. Supposons {x, TX} Iibre; prenons x1 E V tel que {x, x1, TX} soit 
libre. Il existe: PI f P,(V) avec {x, x1} t VI E PI et TX 6 VI; mais TP1 = PI par 
hypothese; done TV1 E PI et VI f7 TV, == {O}. Ainsi {x, x1, TX, Ti::! est libre et done 
aussi {x, x1, TX, Txl +x}. Selon la Proposition 3.3, il existe P2f $I;_( V) avec 
{x, x1} c WI E E)2, (TX, TX* + X}C WOE I+ et WI $ W,. Comme Tp, =E P2, alors 
Ik E 7W1 E P2 et Tw, = W,. Ainsi TxI E W, et done & W, ce qui est impossible. 
Done, pour tout x E V, (5 TX} n’est pas libre: il existe k(x) E K avec T(x) = k(x):r. 
Reste h voir que k(x) = k ne d&end pas de X. Si {x, y) libre, alors TX = k(x)x, 
Ty = k(y)y et T(x + y) = k(x + y)(~ + y) d’oti k(x)x + k(y)y = k(x + y)x -I- k(x + y)y 
et done k(x) = k(x + y) = k(y). Dans le cas 06 x et y sont dbgendants, prenons un ;;T 
indbpendant de x et de y. On aura k(x) = k(z) = k(y), .et la demonstration est 
complete. 
Propo&i~~~ 3.!5. Soit L me extension de K et 9 Fensemble des droites de I’espam 
oectorie? L’; si a : L’+ L’ est me bijection K-Zitiaire avec a(9) = BY alors a est 
semi-fin&ire et l’atztomorphisme associt! h 0 laisse K fixu. 
IXmomtion. Soit x E L’ -{0} et A E L*; puisque Ax est sur la droite contenant 
X, a(h) est sur la droite contenant O(X). Done o(hx) = p(A, x)&), OG p(A, x) E 
L*. @(A, x) = p(A) ne depend pas de X: on le montre en prenant X, y teas que 
{(T(X), U(Y)) solit in&pendant et en suivant un raisonnement analogue 2 celui qni 
nous serf & terminer la d6monstration de la Proposition 3.4. 
On voit facilement que fi est UII automorphisme de L la&ant K tie. EnI effet, 
si x#O et A,,A,EL*, alors 
et done 
De m&ne 
a&x + A& = p(A&(x) + p(A,)a(x) = p(Al + A,)atx) 
entraine que p(AI) + p(A2) = ,KL(~, +A& Enfin, si k E K*, alors u(kx) = kcr(x) = 
p(k)a(x) et p(k)= k. 
e. Supposons maintenallt que K soit un corps fini. Mars F, (I’) # $3, 
puisque tout corps fini posside clne extension de degrk r. De plus, les corps de 
scalaires L, et L2 de deux partiticlns PI, P2 E P,(V) sont komorphes, 6tant tcus ies 
deux extensions de m&me degrk du c.orps fini M. On peut done ainsi p?-endre 
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comme but des applications 4 de ThCor&me 3. :!’ une extension I, fix& une fois 
pour toutes. 
‘EMor&me 3.6. Soierlt r, n, t des entiers nafurels sup~ritws ii 1. feIs que n = pt, V un 
espace vecforiel de dimension n SW le corps jini K, L uue extension ‘de degr6 r de K. 
Alors P,(V) = GL( V)/H, oti H est isomorphe au groupe S(L’, AK) dies bijeetions 
semi-lineaires de L’ sur L’ donf les aufomorphismts asso&s laissenf K j?xe. 
~~onst~aiiie~r. La Proposition 3.2 nous permet c7’e d&inir une action de GL( V) 
sur P,(V) cornme suit: pour tout T6z GL( V) et F’ z P,(V), 1Y = (1W 1 WE P}. 
GL( V) agit transitivernent sur P,(V). En effet, si PI, &E Pr(V), alors, d’aprb le 
Theoreme 3.1 et la remarqne prickdente, il existe deux bijections K-linkaires 
& : V-+L’ et & : V-,L’ telles que &l(9) =I ? I et q!$(,9) = I$. Si on pose 
T = c&’ 0 C& alors T E GL( ‘c/) et Tpl == ipz. 
Le groupe d’isotropie Iso (P,,) = ( T E GL( V I 1 ‘EP, = PO) est isomorphe B 
S(L’, K) le groupe des bijections semi-lineaires ;le L’ wr L’ dont les automor- 
phismes associes laissent K fixe. En effet, si +,, : V + L’ di%gn~; une bijection 
K-lineaire telle que c#$@) = PO, on definit l’llomomorphisme I:, : S(L’, K)-, 
Iso( P(,) par la formule p(a) = 40” 0 (B 0 & E II effet, p(0) E Iso puisque 
~o’O~O~O(PO) = 60’ w(9) = c#B;‘(~) =PO. (OR sz.it que o(9) = %$I. De plus p est 
injectif, car p(o) = I = ~#$ooo<b~ ertraine que cr= 1. Enfin p est surjectif. En 
effet, si T E Iso( PO), considerons IT = 4&04;‘. 1’ est immediat que d9)=9 et, 
que a est K-lineaire bijective. La Proposition 3.!; entraine alors clue cr E S(L’, K). 
Done T = 4&~04~~ = p(a). 
Remarque I. 11 est clair que le Theorkme 3.6 e:s t Cgalement vali+$e lorsque K est 
infini pourvu que I’on restreigne P,(V) a P,.( j,f, t) lensemble: des partitions 
lineaires arguesiennes de rang r dont les corps de walaires sont isomorphes B L. 
Remarque 2. Grfke a la Proposition 3.4 que donne une caractb-isation des 
homotheties, on peut demontrer d’une faGon ;malogue que le groupe lineaire 
projectif GL( V)/K* agit transitivement sur P,( 8/ 1.. Le gr(Bupe d’isotropie est, dans 
ce cas, is omorphe i S(L’, IQ/#*. 
Corobire 3.7. Si IKI = 4 (et si PI = rf, alors 
atiobr. I1 suffit de calculer les ordres clu groupe lineaire GL( V) et du 
(k’, K) des appiications semi-link Ii res dent les autwnorphismes 
aissent K fixe (ces automorphisnz ferment le grwpe de Galois 
G(I-., K) de L sur M). 
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Dune; part, on a 
IGL( V)l= qn(n-1)‘2 ii Gf-1) 
i=l 
(Voir par exemple [4]). D”autFe part, 
]S(L’, K)\ = (G(L, k) :‘f3L(L’)I = (G(L, K)J IGL(C)i 
puisque l’ordre de groupe de Galsis GC C, K) est Cgal au degrb de I’eitension L 
sur K. 
[l] B. Courteau, La notion de parallelisme dans un groupe abelien, Rev. Roum. Math. Pures ct Appl. 
21 (1976) 275-285. 
[2] R. Fourniw, Quelques problemes sur les partitions de groupes et d’espaces vectoriels, Colloque 
des mathematiciens du Qu&ec, ChicoutimT (Szt. 1977). 
[3] M. Herzog and J. Schiinheim, Group partition, factxixation and the vxtor covering problem, 
Canad. Math. Bull. 15 (1972) 207-214. 
[4] O.T. O’Mema, Lectures on linear groups, (A.M.&, l?rovidenw RI, 1974). 
[5] 0. Tawsky and Y. Todd, Covering theorems for groups, Ann. 3Polon. Math. 21 ‘1949) 303-308. 
[6] S.K. Zxemba, Covering pwblems concerning abelian groups, J. London Math. Sot. 27 (1952) 
242-246. 
